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1 導入
p を素数,  k を標数  p の代数的閉体,  G を巡回シローか部分群  P をもつ有限群とする.このとき,  G の主ブ
ロック  B_{0}(kG) は,ある Brauer tree に関する Brauer tree 多元環になることが知られている.そこで,巡回
シロー  r部分群をもつ有限群  G の標数  p の代数的閉体  k 上の主ブロック  B_{0}(kG) を調べる際,Brauer tree
多元環に帰着して考えることがある.例えば,[3] において,巡回シロー  r部分群  P をもつ有限群  G の場合
のブルエ予想の解決,すなわち  G の主ブロック  B_{0}(kG) と  N_{G}(P) の主ブロック  B_{0}(kN_{G}(P)) は導来同値
であることも,  B_{0}(kN_{G}(P)) が星型の Brauer tree に関する Brauer tree 多元環となる性質を利用して証明
された.本稿では,巡回シロー  r部分群  P を持つ有限群  G の主ブロック  B_{0}(kG) と  N_{G}(P) の主ブロック
 B_{0}(kN_{G}(P)) の間の導来同値での様子を調べるためにも,与えられた Brauer tree 多元環と,それと導来同値
な星型の Brauer tree に関する Brauer tree 多元環の間の導来同値について考察する.
代数的閉体  k 上の  r 及び  A に対し,  r と  A が導来同値とは,  D^{b}(\Gamma) と  D^{b}(A) が三角圏として同値なときを
いい,  r と  A が導来同値であるとき,いくつもの情報が保たれる.  r と  A が導来同値であるための必要十分条
件は,  r 上の片側傾複体で,その自己準同型環が  A^{O}P と同型になるものが存在することであることがRickard
により [2] において示された.片側傾複体の定義は次で与えられる.
定義1. [2] 有限次元対称多元環  r に対し,左  r‐加群の有界な複体  T が片側傾複体とは,次の条件が成り立つ
ときをいう.
1.  T の各項が有限生成射影  \Gamma‐加群.
2.  0 でない任意の整数  n に対して  Hom_{D^{b}(\Gamma)}(T, T[n])=0.
3.  T の有限直和の直和因子たちが三角圏として  K^{b} (  \Gamma-proj) を生成する.
さらに,  [41 において  r と  A が導来同値であるための必要十分条件として,  \Gamma-A‐両側加群の両側傾複体が存在
することも,Rickard により示された.この両側傾複体の定義は次で与えられる.
定義2. [4] 有限次元対称多元環  r,  A に対して  \Gamma-A‐両側加群の有界な複体  C が両側傾複体であるとは,次の
2条件を満たすときをいう,ただし  c*:=Hom_{k}(C, k) は  A-\Gamma‐両側加群の有界な複体である.
1.  r-\Gamma‐両側加群の導来圏において  C\otimes_{\Lambda}^{L}C^{*}\cong r.
2. A‐A‐両側加群の導来圏において  C^{*}\otimes_{\Gamma}^{L}C\cong\Lambda.
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F‐A‐両側加群の両側傾複体を左  r‐加群の導来圏の対象と見なしたとき,  r‐加群の片側傾複体で,その自己
同型環が  A^{O}P と同型となることが知られている.一方で,左  r‐加群の片側傾複体  T で,その自己同型環が
 A^{op} と同型であるものが与えられたとき,  r‐加群の導来圏の対象として  T と同型となるような  \Gamma-A‐両側加群
の両側傾複体が理論的に存在することも [4] において示された.
一般に  r‐加群の片側傾複体でその自己準同型環が  A となるものが与えられたとき,それが誘導する  D^{b}(\Gamma)
と  D^{b}(A) の間の導来同値は抽象的で計算するのも非常に困難である.一方で,  \Gamma-A‐両側加群の両側傾複体  C
が与えられたとき,それが誘導する  D^{b}(\Gamma) と  D^{b}(A) の間の導来同値は,  C\otimes_{\Lambda}^{L}-:D^{b}(A)arrow D^{b}(r) で与えら
れる.また,その逆同値は,  C^{*}\otimes_{\Gamma}^{L}- :  D^{b}(\Gamma)arrow D^{b}(A) で与えられる , ただし,  C^{*}:=Hom_{k}(C, k) は  A-\Gamma‐両
側加群の有界な複体である.このことからも,具体的な加群や準同型を用いた両側傾複体が与えられれば,それ
カ句] き起こす導来同値は両側傾複体を用いて直接的に計算することが可能である.さらに,  \Gamma-A‐両側加群の両
側傾複体  C の各項が,片側加群として射影的であるとき,  C\otimes_{\Lambda}^{L}-\cong C\otimes_{A}- が成立するので,そのような両
側傾複体が存在すると,導来同値が計算し易くなる.




以下,  A により  e 個の辺と重複度  \mu をもつ Brauer tree に関する Brauer tree 多元環,  B により  A と同じ
 e 個の辺と重複度  \mu をもち,中心に例外頂点がある星形の Brauer tree に関する Brauer tree 多元環を表す.
また,加群はすべて有限生成で断らない限り左加群とする.また,  k‐多元環上の加群  U に対して,  U^{*} によっ
て  Hom_{k}(U, k) を表し,省略のため  k 上のテンソル積  \otimes_{k} を単に  \otimes で表すことにする.また,  U の射影被覆
 \pi :  P(U)arrow U に対して,  \Omega U によって  Ker\pi を表すことにし,帰納的に  \Omega^{n}U:=\Omega(\Omega^{n-1}U) とおく.
2 Brauer tree 多元環上の片側傾複体
2.1 Brauer tree 多元環
この節では,Brauer tree 多元環の定義を与え,有限群の表現論における位置づけを説明する.
Brauer tree 多元環とは,Brauer tree と呼ばれるグラフを用いたあるアルゴリズムにより,各射影加群の構
造が得られるものをいう.Brauer tree の定義は以下で与えられる.
定義3. 次の2つの構造をもつ有限樹木をBrauer tree と呼ぶ:
1. それぞれの頂点に対して , 辺の巡回的な順序が定まっている.
2. 重複度と呼ばれる正整数  \mu が定義される例外頂点が1つ存在する.
また,すべての辺が例外頂点に隣接するようなBrauer tree を,星型のBrauer tree と呼ぶ.
本稿では,簡単のために,辺の巡回的な順序は反時計回りで与えられているものとする.
例4. 次のグラフはBrauer tree である.ただし,黒く塗りつぶされた頂点が例外頂点である.また,右の
Brauer tree は星型の Brauer tree の例である.
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定義5.  T をBrauer tree とし,  r を有限次元多元環とする.単純  r‐加群と  Tの各辺に1対1対応があり,任
意の単純  r‐加群  S に対して,その射影被覆  P(S) の構造が Brauer tree  T を用いた次の方法で記述されると
き,  r をBrauer tree  T に関する Brauer tree 多元環という:
(i)  P(S)/radP(S) とsocP(S) を  S とする.
(ii)  S に対応する辺の両端にあるそれぞれの頂点を中心に反時計回りに回転させ,次の単純加群の列を得る.
 eS=S_{0}, S_{1}, S_{2}, , S_{n-1}, S_{n}=S
 \bullet  S=T_{0} , Tı,  T_{2} , ,  T_{l-1},  T_{l}=S
ただし例外頂点ならば  \mu 周,例外頂点でないならば1周回転させる.得られた2つの列を用いて,












注意6. Brauer tree 多元環は,対称多元環である.
次の定理から,Brauer tree 多元環は,有限群の表現論において,非常に重要な対象であることがわかる.
定理7. [1]  p を素数,  k を標数  p の代数的閉体,  G を巡回シロー  r部分群  P をもつ有限群とする.このとき,
 G の主ブロツク  B_{0}(kG) は,ある Brauer tree に関する Brauer tree 多元環となる.
2.2 Rickard の結果
この節では,Rickard により示された,Brauer tree 多元環の導来同値に関する結果について述べる.
定理8. [3] 辺の個数と重複度が同じBrauer tree に関するBrauer tree 多元環たちは導来同値である.
Rickard はこの事実を  A 上の片側傾複体  T で,その自己準同型環が  B^{op} となるものを構成することで示し
た.この  T の構成方法は以下の通りである :
1. Brauer tree のそれぞれの辺  i に対して,例外頂点からの辺  i への最短の道から得られる辺の列を
 i_{0},  i_{1},  \cdots,  i_{r}=i とする.
2. 得られた辺の列に対して,複体  T(i) を
 P(i_{0})arrow P(i_{1})arrow. . .  arrow P(i_{r})
で定義する,ただし  P(i_{0}) は次数  0 でそれぞれの微分は  0 でないものとする.
3. すべての辺に対して  T(i) を構成し,  T:=\oplus_{i}T(i) で定める,ただし  i はすべての辺を動くものとする.
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2.3 Rickard‐Schapsの結果
Rickard‐Schaps は[5] において,Brauer tree 上の pointing を用いて,  A 上の片側傾複体で,その自己準同
型環に  B をもつものをいくつも構成した.その片側傾複体たちの中にはRickard により構成された片側傾複
体  T も含まれていた.まずBrauer tree 上の pointing について説明する.
定義9. Brauer tree 上の pointing とは,それぞれの非例外頂点に隣接するある辺とその辺と巡回的な順序で
隣合う辺の間の選び方をいう.それぞれの非例外頂点に対して,選んだ辺と辺との間に point をつけてこれを
明示する.これから得られるBrauer tree をpointed Brauer tree という.
例10. 次のグラフはpointed Brauer tree である.
このpointed Brauer tree を用いて Rickard‐Schaps は  A‐加群の片側傾複体で,自己準同型環  B^{op} をもつも
のを構成した.その構成法は以下の通りである.
(1) 例外頂点に  0 を番号付ける.
(2) 例外頂点からの Green’s walk に沿って非例外頂点に,対応する point が到達した順番に番号を振る.
(3) それぞれの辺に,辺の両端にある頂点のうち,例外頂点から遠いほうに振られている頂点の番号と同じ番
号を振る.
(4) それぞれの辺  r に対応する複体  T_{r}' を例外頂点の距離に関する帰納法で以下のように構成し,  T'=\oplus T_{r}'
とおく.
(a) 辺  r が例外頂点に隣接するとき,  T_{r}= 君とする,ただし君は次数  0 にあるとする.
(b)  n(1) ,  n(r) を例外頂点から辺  r までの最短の道たちに振られた番号とする.適当な射影  A‐加群
 P,  Q,  R を用いて,  T_{r-1}=(\cdotsarrow Parrow P_{r-1}\oplus Rarrow Qarrow\cdots) まで得られているとして,宕を次の
2つの場合に分けて定義する.
 T_{r}=\{\begin{array}{l}
(\cdotsarrow P\oplus P_{r}arrow P_{r-1}\oplus Rarrow Qarrow\cdots) , n(r-1)>n(r)
,
(\cdotsarrow Parrow P_{r-1}\oplus Rarrow Q\oplus P_{r}arrow\cdots) , n(r-1)<n(r)
.
\end{array}
注意11. 手順 (b) において,  n(j)<n(j+1) が常に成り立つならば,得られる片側傾複体は Rickard によっ
て構成されたものと一致する.
与えられた pointed Brauer tree  T_{1} の例外頂点と隣接しない辺  U に対して,その両端の頂点にある point
をGreen’s walk の逆向きに沿って以下のように置換し,冗が得られるとする :
 T_{1} T_{2}
. . .  \mapsto^{.\vec{}-}科 . . .  \bullet . . . o一一一 . . .  \bullet
このとき,pointed Brauer tree  \tau から得られる片側傾複体  T_{2}' は,pointed Brauer tree  \tau から得られる片
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側傾複体瑠の  P(U) を  -2 だけシフトしたものである.また,与えられた pointed Brauer tree  T_{1} の例外
頂点に隣接するすべての辺  U_{1},  U_{2} , ,  U_{n} に対して,それらの辺の非例外頂点にある point たちを Green’s
walk の逆向きに沿って以下のように置換し,冗が得られるとする :
 T_{1} T_{2}
. . . .
このとき,pointed Brauer tree  T_{2} から得られる片側傾複体  T_{2}' は,pointed Brauer tree  T_{1} から得られる片
側傾複体  T_{{\imath}}' の  \oplus P(U_{i}) を  -2 だけシフトしたものである.このように,例外頂点と隣接しない辺  U に関す
る射影加群を  -2 だけシフトする操作,および例外頂点と隣接するすべての辺  U_{1} , U2, ,  U_{n} に関するすべ
ての射影加群  \oplus P(U_{i}) を  -2 だけシフトする操作を folding という.この folding により得られる複体は,再
び自己準同型環  B をもつ片側傾複体となる.
3 両側傾複体の構成





が理論的に存在する.従って,2.2節の片側傾複体  T に対しても,  A‐加群の複体と見なすと  T と同型どなる
ような両側傾複体が存在するはずである.本稿の1つ目の結果として,A‐B‐両側加群の両側傾複体  C で,A‐
加群の複体と見なすと2.2節の片側傾複体  T と同型となるようなものを各項が片側射影的である具体的な加
群を用いて構成した.
定理1. [8]  A をBrauer tree 多元環,  B を  A と導来同値な星形の Brauer tree に関する Brauer tree 多元環
とする.  T をRickard に与えられた自己準同型環として  B をもつ片側傾複体とする.このとき,  T により誘
導される  A と  B の森田型安定同値を与える直既約 A‐B‐両側加群  M に対して,  M のA‐B‐両側加群として
の極小射影分解の各項から適当に直和因子を取り除くことで,  A‐加群の複体と見なしたとき  T と同型となる
A‐B‐両側加群の両側傾複体  C を構成することができる.
以下,定理1の両側傾複体の構成法について説明する.まず,対称多元環について次のことが知られている.
命題12. [4] 対称多元環  r,  A が導来同値ならば,森田型安定同値である.
この命題と,片側傾複体  T の存在性によって  A と  B は森田型安定同値であることがわかる.従って,  T から
誘導される安定同値をテンソルで与える A‐B‐両側加群  M が存在する.この  M について,  S を  A のBrauer
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tree において例外頂点から1番遠い辺に対応する単純  A‐加群とすると,  M^{*}\otimes_{A}S は単純  B‐加群となるので,
 V:=M^{*}\otimes_{A}S とおく (このとき,  M\otimes_{B}V\cong S を得る). まず,  M のA‐B‐両側加群としての極小射影分解
を求める.そこで次の補題を用いる.
補題13. [6]  r,  A を有限次元対称多元環,  N を片側射影的な  \Gamma-A‐両側加群とする.このとき,  N の  \Gamma-A‐両
側加群としての射影被覆は次で与えられる.
  \bigoplus_{W}P(N\otimes_{A}W)\otimes P(W^{*})
ただし,  W は単純  A‐加群の同型類の完全代表系全てを動く.
いま,任意の整数  n に対し,  \Omega^{n}M は片側射影的であるので,  \Omega^{n}M にも補題13を適用できる.また,  B は
対称中山多元環であるので単純  B‐加群  V に対して,  \{\Omega^{2i}V|0\leq i\leq e-1\} が単純  B‐加群全体である.従っ
て,  \Omega^{n}M の射影被覆  P(\Omega^{n}M) を以下のように求めることができる :
 P( \Omega^{n}M)=\bigoplus_{i=0}^{e-1}P(\Omega^{n}M\otimes_{B}\Omega^{2i}V)
\otimes P(\Omega^{2i}V^{*})
 = \bigoplus_{\iota=0}^{e-1}P(\Omega^{n+2i}(M\otimes_{B}V))\otimes P(\Omega^{2i}
V^{*})
 = \bigoplus_{i=0}^{e-1}P(\Omega^{n+2i}S)\otimes P(\Omega^{2i}V^{*})
これを用いて  M の極小射影分解
 arrow P(\Omega^{n}M)arrow\cdotsarrow P(\Omega M)arrow P(M)arrow Marrow 0
は次のように表示できる.
.   arrow\pi_{n+2}\bigoplus_{0\leq i\leq e-1}P(\Omega^{2i+n}S)\otimes 
P(\Omega^{2i}V^{*})
 arrow^{\pi_{n+1}}
  arrow\pi_{3}\bigoplus_{0\leq i\leq e-1}P(\Omega^{2\iota+1}S)\otimes 
P(\Omega^{2i}V^{*})
  arrow\pi_{2}\bigoplus_{0\leq i\leq e-1}P(\Omega^{2\iota}S)\otimes 
P(\Omega^{2\iota}V^{*})
 arrow^{\pi_{1}} M
これを用いて両側傾複体  C を構成していく.Brauer tree のそれぞれの辺  U に対し,自然数  d(U) を,例外頂
点から  U に対応する辺の遠い方への頂点への最短のルートに用いる辺の個数とする.例えば例外頂点に隣接
する辺の距離は1である.また,  d(U) の最大値,すなわち  d(S) を  m とおく.
補題14.  M の極小射影分解と  1\leq n\leq m-2 に対して次の包含関係が成り立つ.
  \pi_{n+1}(\bigoplus_{n}P(\Omega^{2i+n}S)\otimes P(\Omega^{2i}V^{*}))\subset_{d
(top\Omega^{2t}+n-1S)\leq m-n} \oplus P(\Omega^{2i+n-1}S)\otimes P(\Omega^{2i}V^{*})
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この補題により,先ほどの極小射影分解のそれぞれの項から以下のように直和因子を取り除き,全射準同型
 \pi_{n} をその直和因子に制限することで次の両側複体  C を得る.
 0 arrow d(s)\leq 1\bigoplus_{top\Omega^{2_{l}}+m-1}P(\Omega^{2\iota+m-1}S)
\otimes P(\Omega^{2i}V^{*})
 arrow^{\pi_{m}}
  arrow\pi_{3}\bigoplus_{Sd(top\Omega^{2}\cdot+1)\leq m-2}P(\Omega^{2\iota+1}S)
\otimes P(\Omega^{2i}V^{*})




この  C について次のことが成り立つ.
命題15. 両側複体  C はA‐B‐両側加群の両側傾複体で,  A‐加群の複体とみなしたとき,  A の導来圏で Rickard
[3] により  A 上の片側傾複体と一致する.
3.2 Rickard‐Schapsの片側傾複体の両側化
定理1により  T に対応する両側傾複体  C が具体的な加群を用いて構成された.一方で,2.3節で  T に
folding を施すことで新たな  A‐加群の片側傾複体  T' で自己準同型環  B をもつものが得られた.本稿の2つ
目の結果として,  T のfolding に対応する操作を  C で実現した,すなわち,次の図を可換にするような操作
(two‐sided folding) を与えた.
 TT'\underline{folding}
両側化  \mathfrak{s}  T両側化
 C-C’two‐sided folding
定理2. [7]  T' をある pointed Brauer tree から得られる  A‐加群の片側傾複体で自己準同型環  B をもつもの
とし,  T' に対応する A‐B‐両側加群の両側傾複体  C' が得られているとする.このとき,例外頂点に隣接しな
い辺に対応する単純  A‐加群  U に対して,  T' から  P(U) をfolding して得られる片側傾複体に対応する両側傾
複体が,  C' の1番左の項の  P(U)\otimes X という形の直和因子と次に左の項の  P(U)\otimes X ’ という形の直和因子
を取り除くことで得られる.また,例外頂点に隣接する辺に対応するすべての単純  A‐加群  U_{1} , ,  U_{n} に対
して,  T' から  \oplus_{i=1}^{n}P(U_{i}) をfolding して得られる片側傾複体に対応する両側傾複体が,  C' の1番左の項の
 \oplus』  P(U_{i})\otimes X, という形の直和因子と次に左の項の  \oplus_{i=1}^{n}P(U_{i})\otimes X_{i} という形の直和因子を取り除くこと
で得られる.
注意16. 両側傾複体  C=  ( arrow 0arrow P_{m-1}arrow arrow P_{1}arrow Marrow 0arrow\cdots) は,A‐B‐両側加群の導来圏に
おいて次の複体と同型である :
 C=(\cdotsarrow 0arrow P_{m-1}arrow\cdotsarrow P_{1}arrow\varphi P(\Omega^{-1}M)
arrow P(\Omega^{-2}M)arrow\cdots P(\Omega^{-l}M)arrow\Omega^{-1}Marrow 
0arrow\cdots)
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ただし  \varphi :  P_{1}arrow P(\Omega^{-1}M) は,元々の微分君  arrow M と埋め込み  Marrow P(\Omega^{-1}M) の合成で,
 P(\Omega^{-1}M)arrow P(\Omega^{-2}M)arrow\cdotsarrow P(\Omega^{-l}M)
arrow\Omega^{-l}Marrow 0




例17. 次の pointed Brauer tree から得られる Rickard‐Schaps の片側傾複体を求める.
Green’s walk からそれぞれの辺に1から5の番号をふる.
この番号付けから次の片側傾複体を得る.
 P(S_{3}) arrow P(S_{2}) arrow P(S_{1})
 \oplus












 P(S_{2}) arrow P(S_{1})\oplus P(S_{3})
 \oplus













 P(S_{1})\oplus P(S_{3}) arrow P(S_{2})
 \oplus







これは例18の片側傾複体において,辺  S_{2} に対応する単純加群に関する射影加群  P(S_{2}) をfolding して得ら
れるものである.
次にこれらの例の  A‐加群の片側傾複体に対応する A‐B‐両側加群の両側傾複体を求める.
例20. 例17の片側傾複体は Rickard の片側傾複体と一致しているので,定理1の構成法を用いて対応する




 P(S_{4})\otimes P(V_{3})^{*} arrow P(S_{3})\otimes P(V_{3})^{*} arrow AM_{B}
 \oplus  \oplus
 P(S_{5})\otimes P(V_{4})^{*} P(S_{4})\otimes P(V_{4})^{*}
 \oplus  \oplus
 P(S_{3})\otimes P(V_{5})^{*} P(S_{5})\otimes P(V_{5})^{*}
例21. 例18の片側傾複体は Rickard の片側傾複体に対し,例外頂点に隣接する単純加群に関する射影加群
 P(S_{3}),  P(S_{4}),  P(S_{5}) をfolding して得られる Rickard‐Schaps の片側傾複体であるので,定理2の操作を例
20で得られた両側傾複体に施して,対応する A‐B‐両側加群の両側傾複体を得る.
 P(S_{2})\otimes P(V_{2})^{*} arrow AM_{B}
この両側傾複体は Rouquier により [6] で構成されたものと一致している.また,この両側傾複体は次の複体
28
と同型である,ただし真ん中の項は  M の移入包絡である.
 P^{\vee}(S_{1})\otimes P(V_{1})^{*}
 \oplus
 P(S_{2})\otimes P(V_{2})^{*} P(S_{3})\otimes P(V_{2})^{*}
 \oplus
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